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A grafelmélet elézményének tekinthetd a konigsbergi hidak \ I ‘
problémaja. A felmeriil6 kérdés az volt, hogy vajon végig lehet-e L sziget Wwmmm——= 2. sziget
menni az Osszes hidon ugy, hogy mindegyiken csak egyszer ' I
haladjanak at. Euler bizonyitotta be, hogy ez nem lehetséges.

L. part

A graf definicidja szerint egy G egyszerli grafot egy V véges
csticshalmaz, E véges élhalmaz hataroz meg. .\

EC (12/) = {{x,y} € V:x # y} , azaz az élek bizonyos csucsparok. Nem
egyszerii graf esetén az E élhalmaz elemeinek 2 végpontjat egy I
illeszkedési relécio irja le.

Séta, sétalas, ut:

— Definicio: Séta a G grafban egy olyan v, e; v4 e, v, €5 ... e, v Sorozat, amelyre
igazak a kovetkezdek:
1) vV V..., EV
2) eqeye3...e EE
3) Mindegyik e; végpontja v;_; ésv; (i=1, 2, ..., k)

Ekkor k az S séta hossza (k = 0 is lehetséges, tehat 1étezik 0 1épéses séta is).
Nyelvezet: S uw séta egy u-bdl induld, W-be vezetd sétat jelol, ha a fenti jel6léssel
Vg =UES V) = W.

— Definicio: Sétalas a G grafban egy folyamat, amely a t idOparamétertdl fiigg (t = 0, 1,
2, ..., k). Seétalas soran barmely t iddpillanatban v, csucsban vagyunk, majd
kivalasztunk egy v;-re illeszkedd élt (e;41) és ezen athaladunk a masik végpontba
(v¢41)- Ez a t+1-edik pillanatban torténik.

— Definicio: S séta (vy e, V1 €3 Uy €3 ... e, V) vonal, ha az e; élek kozt nincs ismétlédés
(l i_] - €; * e])

V3 €3V, €, V55V E5Vy vonal

— Definicio: S séta ut, ha a v; csucsok kozt nincs ismétlédés, tehat sem €1, sem cstcs
nem fordulhat elé egynél tobbszor.



Eszrevétel: S Gt — S vonal
Bizonyitas: indirekt médon
Tegyiik fel, hogy S 1t és ¢él ismétlés torténik.
Sivge;vie; vy €3 .. ... eV €S € = € = e.
Ekkor v;_ e; egyik végpontja, tehat v;_; e; mellett is szerepel.
Ez viszont ellentmondas, hiszen az utban nem fordulhat el6 csucsismétlés.

Lemma: G-ben 3 xy séta — 3 xy ut
Bizonyitas:
S xy séta: x = vy, eq,Vq,€5,V3,€3, ..., Vg =Y
1. Ha nincs csucsismétlés, akkor S 1ut.
2. Ha van csucsismétlés, akkor x = vy, e1,v4, ..., V;, s Vjy e, €, Vg =Y
S’ séta: x = vy, €1, V1, s Vi = Vj, €jr1, Vjr1r s €y Uk = ¥
1) xy séta
2) S’ hossza < S hossza
A bizonyitas matematikai befejezése: Vegyiik a legrovidebb S:
xy sétat. — Csak az 1) eset lehetséges. — Van egy xy tut.

Definicio: Ha x,y € V, akkor x ~ 'y, tehat x-bdl elérhetd y, vagyis 3 xy séta.

Tétel: Minden gratban, ha x, y és z csucsok, akkor:
1) x~X
2) X~y—>y~X
3) xX~yésy~z—x~2

Definicid: R relacio egy H halmaz elemei kozt. R ekvivalenciarelacio, ha:
1) xXRx
2) xRy—>yRx
3) xRyésyRz—xRz
Pé¢lda: H: egy altalanos iskola tanuloi
R: ,,osztalytars” = ugyanabba az osztalyba jar (R ekvivalencia relacio)

Tétel: ,,A fenti példa univerzalis példa.” Tehat ,,ha R ekvivalencia relacio H-n, akkor
H osztalyokra bonthato ugy, hogy R relacioban allni egyenld azzal, hogy ugyanahhoz
az osztalyhoz tartozni.”

Kovetkezmény: Minden G graf csucshalmaza osztaly(ok)ba sorolhatd gy, hogy ha
X,y € V cstcsok egy osztalyba esnek, akkor x ~ y, ha x,y € V kiilonb6z6 osztalyokba
esnek, akkor x + y.

Definicio: Egy osztaly csucsai és a koztiik halado élek G egy komponensét alkotjak.



— Megjegyzés: A komponensekben barmely két cstics kozt elérhetdség van. Kiilonbozo
komponensek kozt nem haladhat él.

Osszefiiggdség:

— Definicio: G graf 6sszefliggd, ha tetszéleges csuicsabol barmelyikbe el tudunk sétalni:
Vx,y EVx~y

— G graf nem Osszefiiggd <> Csucsai két nem iires osztalyba sorolhatok ugy, hogy a két
osztaly kozott ne haladjon él.
Bizonyitas:

2

Ha x eleme az egyik osztdlynak és y eleme a ,masik” osztalynak, akkor x ~+ VY.
Valoban egy xy utnak valtania kellene osztalyt, de ehhez nincs él.

2

2

Létezik olyan x €s y csucsok, hogy nines séta x-bél y-ba (3x 3y : x + y).
Ekkor legyen: S: {z € V: x-bdl z-be el tudunk sétalni} és T =V(G)\S =S.

s

Belatjuk, hogy S, T j6 két osztalyba soroldsa csucsaiknak.
Indirekt mdédon torténd bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy létezik S-T kereszt él. Legyens € S ést € T: s és t 6sszekotott.

Ekkor:
M

X S t

Az abran lathato egy séta t-be (kezdetén az s € S —t bizonyito séta, majd az st él jon).
A feltételek szerint azonban mivel t € T, ezért nincs x-bol t-be séta. Ez ellentmondas,
tehat az eredeti allitas igaz.
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